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Основы операционного исчисления и теория функций комплексного переменного
Раздел 1.
 Теория функций комплексного переменного

Комплексные числа.

Комплексное число записывается в виде
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Комплексные числа записывают также в тригонометрической форме
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Действия над комплексными числами

Сложение и вычитание
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Умножение
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Деление
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Возведение в степень      
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Извлечение корня       
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Понятие функции комплексного переменного
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Комплексное число имеет вид 
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Комплексное число 
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 является пределом однозначной функции 
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Функция 
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Функция, непрерывная в каждой точке области 
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Область 
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Элементарные функции комплексной переменной
Функции комплексной переменной  
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 определяются как суммы соответствующих степенных рядов, сходящихся на всей комплексной плоскости:
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Показательная функция 
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Тригонометрические функции 
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Для функций   
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откуда
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Если  
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Тригонометрические функции 
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 определяются формулами
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Все формулы тригонометрии остаются справедливыми и для тригонометрических функций комплексной переменной.
Гиперболические функции 
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Функции 
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 можно рассматривать как суммы степенных рядов, сходящихся на всей комплексной плоскости:
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Тригонометрические и гиперболические функции связаны между собой следующими равенствами
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Логарифмическая функция 
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Эта функция является многозначной. Главным значением 
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 называется такое значение, которое получается при  
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Очевидно, что 
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Справедливы следующие равенства
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Обратные тригонометрические функции 
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 определяются как функции, обратные тригонометрическим функциям 
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Все эти функции являются многозначными, они выражаются через логарифмические функции следующими формулами


[image: image147.wmf](

)

2

1

z

iz

iLn

z

sin

Arc

-

+

-

=



[image: image148.wmf](

)

1

2

-

+

-

=

z

z

iLn

z

cos

Arc



[image: image149.wmf]iz

iz

Ln

i

Arctgz

-

+

-

=

1

1

2



[image: image150.wmf]i

z

i

z

Ln

i

Arcctgz

-

+

-

=

2


Главные значения обратных тригонометрических функций 
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  получаются, когда рассматриваются главные значения соответствующих логарифмических функций.
Общая степенная функция 
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Общая показательная функция 
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Пример. Найти 
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Дифференцирование функции комплексной переменной
Рассмотрим функцию 
[image: image167.wmf](
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Производной функции 
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Функция, имеющая производную в точке 
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Таким образом, при любом способе стремления  
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Во втором случае
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Но тогда должны выполняться равенства
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                               (А)
которые называют условиями Коши-Римана (или условиями Д’Аламбера-Эйлера).

Обратно, если в некоторой точке 
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Функция 
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Геометрический смысл модуля и аргумента производной.
Если функция 
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Отображение с помощью аналитической функции 
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Дифференцирование элементарных функций.
Производные элементарных функций 
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Гармоническая функция.
Функция 
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Если функция 
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Однако, если 
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 вовсе не обязана быть аналитической функцией: для аналитичности 
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 удовлетворяли условиям Коши-Римана.
Пример. Выяснить, является ли аналитической функция 
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Находим частные производные
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Следовательно, 
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. Условие Коши-Римана выполнены для всех точек плоскости  
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Интеграл от функции комплексного переменного
Рассмотрим однозначную функцию 
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Интегралом от функции 
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Интеграл от функции комплексной переменной имеет следующие свойства.

1. 
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3. Если дуга 
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 геометрически совпадает с дугой 
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4. Если дуга 
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Вычисление интеграла

Вычисление интеграла от однозначной функции 
[image: image309.wmf](
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 сводится к вычислению обычных криволинейных интегралов
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Интеграл 
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Теорема Коши.
Для всякой функции 
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Если кривая 
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где 
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Если функция 
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Если функции 
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Пример. Вычислить интеграл 
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Поскольку для комплексного числа 
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2. Верхнюю полуокружность 
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Интегральная формула Коши
Если функция 
[image: image360.wmf](
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 является аналитической в области 
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, ограниченной кусочно-гладким контуром 
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, и на самом контуре, то верна интегральная формула Коши
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где 
[image: image364.wmf]0
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 - любая точка внутри контура и контур 
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 обходится так, чтобы область 
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 все время оставалась слева (обход контура против часовой стрелки).
Таким образом, аналитическую функцию достаточно определить на контуре 
[image: image367.wmf]L

, а по этой формуле можно автоматически получить ее значения в других точках 
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 .
Если функция 
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 производной функции 
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Это позволяет вычислить следующие интегралы
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Пример. Вычислить интеграл 
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 - окружность радиуса 
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 с центром в точке 
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, причем обход контура осуществляется против часовой стрелки.
Преобразуем подынтегральную функцию следующим образом
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Функция 
[image: image385.wmf](

)

i

z

z

f

+

=

1

 является аналитической внутри рассматриваемого круга и на его границе. Поэтому запишем
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Степенные ряды. Ряд Тейлора.

Функция 
[image: image387.wmf](
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, однозначная и аналитическая в точке 
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, разлагается в окрестности этой точки в ряд Тейлора
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коэффициенты которого определяются формулами
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где 
[image: image391.wmf]Г

 - окружность с центром в точке 
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, расположенная в окрестности точки 
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 функции 
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Для функций 
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 ряд Тейлора имеет следующий вид:
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Пример. Разложить в ряд Тейлора функцию 
[image: image409.wmf](
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Преобразуем эту функцию следующим образом  
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Следовательно, 
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Полученный ряд сходится при  
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Ряд Лорана
Функция 
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 однозначная и аналитическая в кольце  
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) , разлагается в ряд Лорана
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коэффициенты которого определяются формулой
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где 
[image: image424.wmf]Г

- произвольная окружность с центром в точке 
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, расположенная внутри этого кольца. 

В формуле Лорана ряд     
[image: image426.wmf](
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называется главной частью ряда Лорана, а ряд    
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называется правильной частью ряда Лорана.
Пример. Разложить функцию 
[image: image428.wmf](

)

(

)

z

z

z

f

-

=

1

1

 в ряд Лорана в следующих кольцах 1. 
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Во всех кольцах данная функция является аналитической и поэтому может быть разложена в них в соответствующий ряд Лорана. Представим эту функцию в виде суммы элементарных дробей:  
[image: image432.wmf](

)

(

)

z

z

z

z

z

f

-

+

=

-

=

1

1

1

1

1

.
1. Поскольку 
[image: image433.wmf]1

<

z

, то получим 


[image: image434.wmf](
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Главная часть ряда Лорана имеет только один член.

2. Если  
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В этом разложении отсутствует правильная часть

3. Если 
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Главная часть полученного ряда Лорана содержит только один член.
Особые точки
Рассмотрим функцию 
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, когда выполняются условия:

[image: image448.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

0

0

0

1

0

0

¹

=

=

=

-

z

f

,

z

f

,

z

'

f

,

z

f

n

n

K


Если 
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Значение 
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Особой точкой функции 
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Для того, чтобы точка 
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Точку 
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Для того, чтобы точка 
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Точка 
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Справедливы следующие утверждения.

1. Точка 
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2. Точка 
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[image: image496.wmf]0

z

 содержит только конечное число членов:


[image: image497.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

0

1

0

¹

-

×

+

-

+

+

-

=

-

¥

=

-

-

å

k

n

n

n

k

k

C

z

z

C

z

z

C

z

z

C

z

f

K


Наибольший из показателей степени разности 
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  в знаменателях совпадает с порядком полюса.
3. Точка 
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Пример. Показать, что точка 
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Разложим в ряды данную функцию и ее первую и вторую производные
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Поскольку 
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при  
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Вычеты функций
Вычетом однозначной аналитической функции 
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где интеграл взят в положительном направлении по контуру 
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Вычет функции в устранимой особой точке равен нулю.

Если 
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В случае простого полюса (
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Если функция 
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Если 
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Теорема Коши.
Если функция 
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Этой теоремой пользуются при вычислении определенных интегралов и нахождении суммы рядов.
Функция 
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Пусть функция 
[image: image563.wmf](

)

z

f

 аналитична в некоторой окрестности бесконечно удаленной точки  (кроме самой точки 
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Теорема. Если 
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Рассмотрим функцию 
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Вычетом функции 
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где 
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 - окружность достаточно большого радиуса 
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Из этого определения следует, что вычет функции в бесконечности равен коэффициенту при 
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Известные разложения функций 
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 можно рассматривать как лорановские ряды в окрестности точки 
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Теорема. Если функция 
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Пример. Найти вычет функции 
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Данную функцию можно записать так:  
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Раздел 2.
 Операционное исчисление
1. Определение и свойства.

2. вывод формул таблицы

3. Основные теоремы

4. Приложение преобразования Лапласа к решению дифференциальных и интегральных уравнений.
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Определение. 
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Отыскание оригинала по изображению.
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Введем обозначение обратного преобразования Лапласа 
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В простейших случаях для отыскания оригинала по изображению используется таблица.
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В следующих примерах используется теорема смещения
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Приложение операционного исчисления к решению линейных дифференциальных уравнений и систем с постоянными коэффициентами.
Теорема о дифференцировании оригинала.
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Рассмотрим операторный метод решения линейных дифференциальных уравнений, основанный на применении теоремы.
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Применив процедуру обращения, находим решение уравнения 
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Примеры: Найти частное решение уравнения (системы уравнений), удовлетворяющее начальным условиям
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Здесь неизвестные функции 
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Здесь A, B, C, D, E, F – числовые коэффициенты.

Свертка функций.

Определение. Сверткой функцией 
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2) Теорема умножения изображений.


Пусть 
[image: image816.wmf]{

}

)

(

)

(

1

1

p

F

t

f

L

=

, 
[image: image817.wmf]{

}

)

(

)

(

2

2

p

F

t

f

L

=

. Тогда 
[image: image818.wmf]{

}

)

(

)

(

2

1

2

1

p

F

p

F

f

f

L

=

*

.

Доказательство


[image: image819.wmf]{

}

ò

ò

ò

ò

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

*

-

¥

¥

-

t

pt

t

pt

d

t

f

f

e

dt

dt

d

t

f

f

e

f

f

L

0

2

1

0

0

0

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

t

t

t

t

t

t



[image: image820.wmf]=

þ

ý

ü

î

í

ì

=

ания

интегриров

область

изображена

рисунке

на

интеграле,

повторном

в

ания

интегриров

порядок

поменяем


[image: image905.wmf]2

Г


[image: image821.wmf]ò

ò

ò

ò

¥

-

¥

¥

-

¥

=

-

=

-

=

t

t

t

t

t

t

t

t

dt

t

f

e

f

d

dt

t

f

f

e

d

pt

pt

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

0

2

1

0



[image: image822.wmf]ò

ò

¥

+

-

¥

=

=

þ

ý

ü

î

í

ì

¥

=

¥

=

=

=

-

=

=

0

1

1

2

)

(

0

1

1

1

1

)

(

)

(

0

1

dt

t

f

e

f

d

t

t

t

t

t

t

t

p

t

t

t

t

t



[image: image823.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

2

1

1

1

2

0

1

1

p

F

p

F

dt

t

f

e

f

e

pt

p

=

=

ò

ò

¥

-

¥

-

t

t

t

.

Примеры: Найти оригинал 
[image: image824.wmf])

(

t

f

 функции 
[image: image825.wmf])

(

p

F

.

1) 
[image: image826.wmf])

(

)

(

)

2

)(

1

(

1

)

(

2

1

p

F

p

F

p

p

p

F

×

=

-

-

=

, где 
[image: image827.wmf]1

1

)

(

1

-

=

p

p

F

, 
[image: image828.wmf]2

1

)

(

2

-

=

p

p

F

, 
[image: image829.wmf]t

e

t

f

=

)

(

1

, 
[image: image830.wmf]t

e

t

f

2

2

)

(

=

. Тогда по свойству 2 
[image: image831.wmf]t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

e

e

e

e

e

e

d

e

e

d

e

e

t

f

t

f

t

f

-

=

-

=

=

=

=

*

=

ò

ò

-

2

0

0

0

2

2

1

)

1

(

)

(

)

(

)

(

t

t

t

t

t

t


2) 
[image: image832.wmf])

(

)

(

)

1

(

)

(

2

1

2

2

p

F

p

F

p

p

p

F

×

=

+

=

, где 
[image: image833.wmf]1

1

)

(

2

1

+

=

p

p

F

, 
[image: image834.wmf]1

)

(

2

2

+

=

p

p

p

F

, 
[image: image835.wmf]t

t

f

sin

)

(

1

=

, 
[image: image836.wmf]t

t

f

cos

)

(

2

=

. Тогда 
[image: image837.wmf]t

d

t

d

t

d

t

t

d

t

t

f

t

f

t

f

t

t

t

t

sin

2

1

2

sin

cos

2

1

cos

sin

)

cos

sin

cos

(sin

cos

)

sin(

cos

)

(

)

(

)

(

0

0

2

0

0

2

1

=

-

=

=

-

=

-

=

*

=

ò

ò

ò

ò

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t


Интегральные уравнения Вольтерра, их решение при помощи преобразования Лапласа.
Определение. Интегральным уравнением Вольтерра называется уравнение вида
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Способ решения: используя свертку, запишем уравнение в виде:
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Теорема о произведение изображений дает
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Таблица оригиналов и изображений.
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Теорема смещения.
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Основные теоремы операционного исчисления.
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